Элективный курс
«Методы решения уравнений и неравенств, содержащих переменную под знаком модуля»

9 класс

Основное  содержание курса
	№
	Разделы
	кол-во часов

	1
	Определение модуля.
Его геометрическая интерпретация.
	1 ч.

	2
	Решение простейших уравнений неравенств по определению модуля.
	1 ч.

	3
	Решение уравнений, содержащих один или несколько модулей.
	2 ч.

	4
	Решение неравенств, содержащих один или несколько модулей.
	2 ч.

	5
	Построение графиков функций  y=|f(x)|  и  y=f(|x|).
	1 ч.

	6
	Контрольная работа.
	1 ч.

	
	Итого 
	8 ч.


Начинаем курс «Решение уравнений и неравенств, содержащих переменную под знаком модуля».
1. |3| = 3;  |-7| = -7;  |a| = a;  |y| = 0; |0,75| = 0,75; Какие из этих равенств верные? Что они все содержат?  (Модуль)
Определение: 

Модулем числа называют расстояние от начала координат до точки А(a).

Пишут | 5 | = 5; | -6 | = 6; | 0 | = 0; | 
[image: image1.wmf]3
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 | = 
[image: image2.wmf]3
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; | -0,72 | = 0,72. 
(1)

Геометрическая интерпретация:

[image: image388.wmf]3
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Равенства |3| = 3; |-7| = 7= а; |; | а | y | = 0; |-
[image: image3.wmf]8
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| = 
[image: image4.wmf]8

3

.  Какое верное? И почему?

Вывод: Модуль не может быть отрицательным числом. Для положительного числа и нуля он равен самому числу, а для отрицательного противоположному числу.

Противоположные числа имею равные модули: 
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Задание 1. Найти модуль каждого числа 81; -31; 2,5; -7
[image: image7.wmf]4
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; 
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; -2
[image: image9.wmf]25
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.

Задание 2. Вычислите:


а) |8| − |-5|;
в) |-240| : |80|;


б) |-10 | ∙ |-5|;
г) |28,52| : |-2,3|;


д) |-
[image: image10.wmf]5
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ж) |-
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е) |-
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з) |
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Задание 3. Запишите числа, модули которых равны: 25; 3,1; 
[image: image18.wmf]11
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Задание 4. Отметьте на координатной прямой числа, модули которых равны: 30; 8,1; 3,5; 5
[image: image19.wmf]4

1

.

Модули используются при сравнении положительных и отрицательных чисел.

Правило 1. Из двух положительных чисел больше то, модуль которого больше.

Сравните: а) 25,1 и 5,1; б) 30001 и 30002; в) 2
[image: image20.wmf]5
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и 3
[image: image21.wmf]5
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; г) 
[image: image22.wmf]7
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 и 1
[image: image23.wmf]11
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.
Правило 2. Из двух отрицательных чисел больше то, модуль которого меньше.

Сравните: а) -25,1 и -5,1; б) -30001 и -30002; в) -13
[image: image24]и -14
[image: image25.wmf]11
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; г) -
[image: image26.wmf]5
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 и -2
[image: image27.wmf]13
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.

Модули используются при сложении, вычитании, умножении и делении положительных и отрицательных чисел. 

Повторить все правила  и привести примеры:

а)  -25,1 + 13,2;
д)  -5
[image: image28.wmf]4

1

 – 3
[image: image29.wmf]3

1

;

б)  -42,3 + 45,3;
е)   -2,1 ∙ (-3);

в)  -80,25 + 2,25;
ж)  -10,5 : 5;

г)  -13,1 – 15,6;
з)   -1
[image: image30] :(-1
[image: image31.wmf]2
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) и т.д.

Задание 1. При каких значениях  m  справедливо равенство:

а) |m|=m;
                в) -m =|-m|;                д) m + |m|=0;

б)  |m|= -m;                 г) m = -m;                  е) m + |m|=2m.

Задание 2. При каком значении  а  справедливо равенство:

а) 
[image: image32.wmf]1
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Задание 3. Запишите без знака модуля:

а) | а |, если а > 0;
в) |2b|, если b ≤ 0;

в) | с |, если с < 0;
г) |3с|, если с ≥ 0;

Затем начать с простейших уравнений:

а) | x | = 4;   | а | = 205,1;   | y |= 
[image: image36.wmf]7

3

;   | z | = 0;
б) | b | = -14;   | -m | = 13;   | 
[image: image37.wmf]2

n

 | = -5;   | 2n | = 10;
в) | x+2 | = 3;   | y -5,1 | = 3;   | 2z+4,1 | = 0;   | 14 – 
[image: image38.wmf]3

z

| = 8;  | 2y+7 | = -7 .

Решение в):

1) | x+2 | = 3
2) | y -5,1 | = 3

    x+2=3        и    x+2= -3
      y -5,1=3        и       y -5,1= -3

    x = 3 – 2          x = -3 – 2 
      y = 3+5,1               y = -3 + 5,1
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  Ответ: -5; 1.
      Ответ: 8,1; 2,1.

3) | 2z+4,1 | = 0
4) | 14 – 
[image: image43.wmf]3
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| = 8

     2z+4,1 =0        
      14 – 
[image: image44.wmf]3
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 = 8        и       14 – 
[image: image45.wmf]3
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 = -8

     2z = -4,1           
      42 – 
[image: image46.wmf]z

 = 24               42 – 
[image: image47.wmf]z

 = -24   

     z = -2,05
 
[image: image48]                                                                 z =42 – 24              z   
[image: image49] =42 + 24       

   Ответ: -2,05.
      
[image: image50.wmf]1
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     Ответ: 18; 66.

5) | 2y+7 | = -7

  Ответ:  нет решения, т.к. модуль не может быть отрицательным числом.
· Затем перейти к простейшим неравенствам с модулем, которые решаем вместе:

а) | x |<3,7;   | y | ≤ 0;   | z | ≤ 5,6;   | a |<-4;

б) | x |>3;   | y | ≥ -4;   | z | ≥ 5,76;   | a |>0;

в) | 4 – x |<15;   | 2x+5 |>13;   | 
[image: image52.wmf]3

x

| ≥ 1,2;   | 5,7x |<-2;

г) |-3,7y |>-3;   | -
[image: image53.wmf]4

1

x | ≥ 0 ;   | 2x²–3x+2| ≤ 0.

А потом учащиеся самостоятельно решают и вместе проверяем ответы, делая соответствующие выводы.
а) | x |<2,5;   | 3x–4 | ≤ 17;  | x | ≥ 4;   | 3x |>6;

б) | 0,2x |<-3;   | x+4 | <0;   | 1–0,4x | ≥ -1;   | 5x+2 |>-3;

Решение а) и б)

1) | x |<2,5

[image: image54.png]{x<2,5





[image: image55.png]{x<2,5
x = —2.5




[image: image389.png]


[image: image390.png]



-2,5< x <2,5

Ответ: (-2,5; 2,5)

И делаем вывод, что решать неравенства | x |< a будем через двойное неравенство: [image: image57.png]


a< x <a
2) | 3x–4 | ≤ 17

-17 ≤ 3x–4 ≤ 17

-13 ≤ 3x ≤ 21

[image: image59.png]


≤ x ≤ 7

[image: image61.png]


 ≤ x ≤ 7

Ответ: x є[[image: image63.png]


; 7]
3) | x | ≥ 4

[image: image65.png][fx2£44



 

[image: image66.png][zx 2f4




[image: image391.png]


[image: image392.png]



x є[[image: image68.png]


]˅[[image: image70.png]


]

Ответ: x є[[image: image72.png]


]˅[[image: image74.png]


]

И делаем вывод, что решать неравенства      | x | ≥ a  будем через двойное неравенство:[image: image76.png]


 и [image: image78.png]



4) | 3x |>6

3x >6        и       3x <-6

  x>2                     x<-2

x є([image: image80.png]


)˅([image: image82.png]


)

Ответ: x є([image: image84.png]


)˅([image: image86.png]


)

5) | 0,2x |<-3

нет решения, т.к. положительное число не может быть меньше отрицательного.

6) | x+4 | <0

нет решения, т.к. любое положительное число больше нуля.

7) | 1–0,4x | ≥ -1

множество решений, т.к. любое положительное число больше отрицательного.

8) | 5x+2 |>-3

множество решений, т.е. х – любое, т.к. любое положительное число больше любого отрицательного.

· От простейших переходим к сложным уравнениям.

а) [image: image88.png][x —3]+3x=5—2x





[image: image89.png]



[image: image393.png]


[image: image91.png]



                                                                                                           2) x≤ 3
И разбиваем решение на 2 случая:

1) [image: image93.png]



[image: image94.png]x—3+3x=5—2x




[image: image95.png]4x +2x = 8




[image: image96.png]6x




[image: image98.png]


, но

 [image: image100.png]1§ = 3 (n0%H0e), HET pemmers




[image: image101.png]—(x—3)+3x





[image: image102.png]—x+3+4+3x+2x=5




[image: image103.png]



x= [image: image105.png]



[image: image106.png]1
< 3 (seproe)




Ответ:  [image: image108.png]


 .

б) [image: image110.png]



Можно сразу решать по определению модуля.

1) [image: image112.png]


, [image: image114.png]



[image: image115.png]



[image: image116.png]10x




[image: image117.png]x

0,8 BXOAWT E




промежуток (-∞; 0,8], 

значит, является решением.

2) [image: image119.png]4—5x<0, 5x>4, x>08




[image: image120.png]—(4—5x)=5x—4




[image: image121.png]5x— 4

S5x— 4




x – любое из промежутка (0,8; +∞)

3) Объединяем эти два случая  и получаем x є[0,8 ;[image: image123.png]400



).

Ответ:  x є[0,8 ;[image: image125.png]400



).

Для самостоятельного решения:

а) [image: image127.png]


;

б) [image: image129.png]


;

в) [image: image131.png]


.

С последующей проверкой.

· Теперь рассмотрим уравнения  с двумя модулями. 

Разбиваем его  решение на 3 случая.

[image: image132.png][3x—8|—[3x—2|=6




[image: image134.png]




[image: image136.png]



[image: image138.png]




[image: image140.png]



[image: image142.png]




[image: image144.png]



[image: image394.png]



расставляем знаки модулей  сверху для двух целых двух третей, снизу для [image: image146.png]


  относительно х.

1) [image: image148.png]x <




[image: image149.png]—(3x—8)+3x—2=6




[image: image150.png]—3x+8+3x—





6=6

x – любое из промежутка (-∞ ; [image: image152.png]


 )

2)  [image: image154.png]wie
In




[image: image155.png]—(3x—8)—(3x—2)=6




[image: image156.png]—3x+8—3x+





[image: image157.png]



[image: image158.png]



[image: image160.png]


 входит в наш промежуток, значит решение.

3) [image: image162.png]x =22
3




[image: image163.png]3x —8—(3x—2





[image: image164.png]3x—8—3x+





[image: image165.png]—6 = 6 (s10xHOE)




нет решения.

4) Объединяем все три случая и получаем

Ответ: x [image: image167.png]



После этого можно предложить учащимся  решить самостоятельно следующее уравнение: [image: image169.png][16 — 8x| = 11+ [5x + 9]




После этого можно рассмотреть уравнения вида:

а) [image: image171.png]




Решение:

1) [image: image173.png]x>0





2) [image: image175.png]x<0




[image: image177.png]



[image: image179.png]



[image: image181.png]



[image: image183.png]—1+x=x*+1




[image: image185.png]




[image: image187.png]


, нет решения
[image: image189.png]x(x—1)






[image: image191.png]


      или          [image: image193.png]


 

не подходит по условию

Ответ:  x = 1

б) [image: image195.png]0





запишем [image: image197.png][x|* — 4|x| —5




 , т.к. [image: image199.png]


  и решить можно

1) заменой  [image: image201.png]|x], t=0




[image: image202.png]t? —4t —5




[image: image204.png]


;   

[image: image206.png]


 (не подходит по условию)

2) [image: image208.png]



[image: image210.png]


; [image: image212.png]



Ответ: -5 ; 5.
Затем можно рассмотреть систему уравнений: [image: image214.png]{ =1y
y42lxl =1




Решение:

1) [image: image216.png]



[image: image217.png]{11721*()1 1)?
y +2x =1




и решать подстановкой

[image: image218.png]1-2x
(1-2x)2—2(1-2x)+1





[image: image219.png]1—4x+4x*—2+4x+1





[image: image220.png]3x*+ 2x





[image: image221.png]



[image: image222.png]x, = 0 uan




[image: image224.png]


 не подходит по условию
[image: image225.png]



Получаем (0;1)


2) [image: image227.png]x<0




[image: image228.png]



Опять решаем заменой

[image: image229.png]1+2x
—2x=(1+2x)2-2(142x)+1





[image: image230.png]2x=1+4x+4x*—2—4x+1





[image: image231.png]3x*+ 2x





[image: image232.png]



[image: image234.png]


 – не подходит по условию

[image: image235.png]



[image: image236.png]



Получаем пару ([image: image238.png]


; [image: image240.png]


 )

3) Объединяем два случая и получаем

Ответ: (0; 1) и ([image: image242.png]


; [image: image244.png]


)

Устно сделать проверку для доказательства.

Если учащиеся заинтересовались материалом можно предложить такую систему:

[image: image245.png]{2-|x—2|+3|y+1
2x—y=3




но тут уже придется рассмотреть четыре случая, т.к. 

[image: image247.png]x—2, x—2=0
I"’ZI’[z—x, x—2<0



;
[image: image249.png]y+1, y+1=0
(y+1), y+1<0





Ответ: (3,75;  4,5)  и (-1,25;  -5,5)

          Вывод: каждое уравнение с модулем, как и неравенство требуют своего рационального подхода. Учителю главное показать эти подходы, а учащимся научиться выбирать их при решении.

          Еще не надо забывать о мотивации данной темы. Если раньше модули использовали редко, то сейчас на выпускных экзаменах по математике в 9,11 классах в форме ЕГЭ обязательно включаются задания, связанные с модулем, бояться которых не надо, а смело браться за решение и получать правильный результат. Обучающиеся, которые хотят иметь отметку 4-5 по математике, должны уметь решать задания с модулем.

· Переходим к решению более сложных неравенств с модулями. 

Например:

[image: image251.png]a)2lx+1l<x+4




[image: image253.png]6) 4|x+ 2|+ 2|x—5|>5—x




Решаются они аналогично уравнениям, поэтому при объяснении привлекаем самих ребят.

Решение а:
1) [image: image255.png]x+1=0, x=-1




[image: image256.png]2(x+ 1) <x+4




[image: image257.png]2x+2<x+4




[image: image258.png]x < 2




[image: image395.png]



x є [-1; 2)
2) [image: image260.png]x+1<0, x<-1




[image: image261.png]—2(x+1)<x+4




[image: image262.png]—2x—2<x+4




[image: image263.png]—3x<6




[image: image264.png]x> —2




[image: image396.png]



x є (-2; -1)

3) Объединяем эти решения и получаем

x є (-2; -1) ˅ [-1; 2)= (-2; 2)
Ответ: (-2; 2)

Решение б:
[image: image266.png]x+2






[image: image268.png]



[image: image270.png]




[image: image272.png]



[image: image397.png]


расставляем знаки модулей

 и рассматриваем 3 случая

1) [image: image274.png]x < —2




[image: image275.png]—4(x+2)—2(x—5)>5—x




[image: image276.png]—4x—8—2x+10>5





[image: image277.png]—6x+x>5—2




[image: image278.png]—5x >3




[image: image398.png]


[image: image280.png]



x є (-∞; -2)

2) [image: image282.png]—2<x<5




[image: image283.png]4(x+2)—2(x—5)>5—x




[image: image284.png]4x+8—-2x+10>5





[image: image285.png]3x > —13




[image: image286.png]



[image: image399.png]



x є [-2; 5) 

3) [image: image288.png]



[image: image289.png]4(x+2)+2(x—-)>=>5—x




[image: image290.png]4x+8+2x—10>5





[image: image291.png]7x>7




[image: image400.png]


[image: image293.png]x> 1




x є [5; +∞)

4) Объединяем эти 3 случая

x є (-∞; -2) ˅ [-2; 5) ˅  [5; +∞) = (-∞;+∞),  т.е. х – любое.

Ответ: х – любое.

Для самостоятельного решения можно предложить:

а) [image: image295.png]3lx—1]-3<«x



;

б) [image: image297.png]S5x*—|x—3|>9x—2



;

в) [image: image299.png][3x — 5] = |9 — 4x|



;

г) [image: image301.png][x*=3|+x*+x <7



.

Ответы: а) x є [0; 3];    б) x є [-∞;  [image: image303.png]


)˅([image: image305.png]AT




; +∞);  в) x є (2; +∞);
г) x є (-2,5; 2).

Чтобы можно было проверить правильность решения, одного ученика вызвать, и он решает на отвороте доски, а учитель может ему помогать, если есть необходимость. На месте ребята решают парами, тоже помогая друг другу. Затем учащиеся сверяются с правильным решением на доске и оценивают себя. Получивший правильный ответ обязательно поощряется.

· И последнее можно рассмотреть графики функций, содержащих модули. 

Взять на рассмотрение прямую и параболу, для самостоятельной работы гиперболу. Например, построить графики следующих функций:
а)
[image: image307.png]y =[2x — 1]



;
в)[image: image309.png]|x? —6x + 5]



;

б)
[image: image311.png]y =2|x| -1



;
г)[image: image313.png]2 —|6x| +5




.

Построение:

а) [image: image315.png]y =[2x — 1]




Строим [image: image317.png]y=2x—1



 – прямая, и отображаем симметрично относительно оси ОХ отрицательную часть графика.

[image: image401.png]—3/5




б) [image: image319.png]y =2|x| -1




[image: image402.png]


Строим при [image: image321.png]


 график прямую [image: image323.png]y=2x—1



 – прямая, и отображаем симметрично относительно оси ОY.

в) [image: image325.png]y = |x*— 6x+ 5|




Строим [image: image327.png]y

x*—6x+5



 – параболу, ветви направлены вверх.

[image: image328.png]



[image: image329.png]Yo
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(3; -4) – вершина. 
[image: image331.png]


 ось симметрии
и опять отрицательную часть отображаем симметрично относительно ОХ.
[image: image403.png]



г)[image: image333.png]2 —|6x| +5





при [image: image335.png]


 строим параболу [image: image337.png]y

x*—6x+5



 и эту часть симметрично

 отображаем относительно оси OY.

[image: image404.png]



После чего учащиеся сами делают выводы:

1. График функции [image: image339.png]


 получается из графика [image: image341.png]


следующим образом: часть графика [image: image343.png]


, лежащая над осью OX, сохраняется, а часть его, лежащая под осью ОХ, отображается симметрично относительно оси ОХ.

2. График функции [image: image345.png]


 получается из графика функции [image: image347.png]


так:   при [image: image349.png]


 график сохраняется, а при [image: image351.png]x<0



 полученная часть графика отображается симметрично относительно оси ОY.

Поскольку построение параболы уже будет пройдено в 9-ом классе, можно предложить ребятам исследовать данные функции на возрастание, убывание, знакопостоянства, точек максимума, минимума, нахождения Д(y) и E(y). Тем самым они лучше будут ориентироваться в теме «Исследование функций» в 10-м классе.

Построить графики функций: [image: image353.png]


, [image: image355.png]


 и объяснить в чем сходство, а в чем отличие.

· Подвести итог можно в форме контрольной работы в 2 вариантах с выставлением оценок.

1 вариант
2 вариант
1) Решите уравнения:

а) [image: image357.png]


;

[image: image405.png]y=|2x — 1|



б) [image: image359.png]


;

в) [image: image361.png][7x— 14|+ [2x + 6] = 5



.

а) [image: image363.png]


;

[image: image406.png]y = 2|x| —



б) [image: image365.png]


;

в) [image: image367.png][7x — 14|+ [2x — 6] = 5



.

2) Решите неравенства:

а) [image: image369.png][5x—2] <3



;

б) [image: image371.png][10 — 4x| > 6



;

в)[image: image373.png]117x| = —9




а)[image: image375.png]|4x—5|=3



;

б) [image: image377.png]|8—4x| <5



;

в) [image: image379.png][20x| < —9





3) Постройте графики функций

а) [image: image381.png]y = |3x — 4|




б) [image: image383.png]y =3|x| — 4




а) [image: image385.png]y = |2x + 5|




б) [image: image387.png]y =2|x|+5





Критерии оценок за письменную контрольную работу

Оценка «отлично» ставится, если  выполнена вся работа.

Оценка «хорошо» ставится, если допущены 1 – 3 ошибки.

«Зачёт» выставляется, если выполнено не менее половины работы.

Ожидаемые результаты.

В результате изучения данного курса учащиеся должны:

 Иметь представление:

1.
о модуле любого числа;

2.
о простейших уравнениях и неравенствах с модулями;

3.
об уравнениях, содержащих один или несколько модулей;

4.
 о неравенствах, содержащих один или несколько модулей;

5.
о графиках вида y=|f(x)| и y=f(|x|).

Знать:

1.
аналитические методы решения уравнений и неравенств с модулями;

2.
способы построения графиков вида y=|f(x)| и y=f(|x|).

Уметь:

1.
решать уравнения и неравенства с модулями;

2.
пользоваться аналитическими методами при решении этих уравнений и неравенств;

3.
строить графики вида y=|f(x)| и y=f(|x|).

Владеть:

1.
алгоритмами решения уравнений и неравенств с модулями;

2.
способами построения графиков вида y=|f(x)| и y=f(|x|).

.
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[image: image407.png]y = |x* —6x + 5|



[image: image408.png]
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